
1 SUBIECTUL II (30p) – Varianta 001
Pe mul�imea numerelor reale se define�te legea de compozi�ie 6x y x y∗ = + − .

5p a) S� se demonstreze c� legea ”∗” este asociativ�.
5p b) S� se verifice c� legea ”∗” admite elementul neutru 6e = .
5p c) S� se demonstreze c� mul�imea numerelor reale împreun� cu legea ”∗” formeaz� o structur� de grup. 
5p d) S� se rezolve în �  ecua�ia 2 4 0x x∗ = .
5p e) Pentru a ∈� , s� se calculeze 

7
...

termeni

m a a a= ∗ ∗ ∗����� .

5p f) S� se arate c� num�rul 1 1
2 3 2 3

x = ∗
+ −

 este num�r ra�ional. 

Varianta 1

2 SUBIECTUL II (30p) – Varianta 002
Pe mul�imea numerelor reale se define�te legea de compozi�ie 3 3 12x y xy x y∗ = − − + .

5p a) S� se arate c� ( 3)( 3) 3x y x y∗ = − − + , ,x y∀ ∈� .
5p b) S� se demonstreze c� legea ”∗” este asociativ�.
5p c) S� se verifice c� legea ”∗” admite elementul neutru 4e = .
5p d) S� se demonstreze c� mul�imea { }\ 3�  împreun� cu legea ” ∗” formeaz� o structur� de grup. 
5p e) S� se calculeze 

5
5 5 ... 5

termeni
m = ∗ ∗ ∗����� .

5p f) S� se arate c� numerele (5 5) 3a = ∗ − , (5 5 5) 3b = ∗ ∗ − , (5 5 5 5) 3c = ∗ ∗ ∗ −  sunt termeni consecutivi 
ai unei progresii geometrice. 

Varianta 2

3 SUBIECTUL II (30p) – Varianta 003

Pe mul�imea numerelor reale se define�te legea de compozi�ie 2 2x y x y∗ = + .
5p a) S� se rezolve în �  ecua�ia ( 1) 2x x x∗ + = + .
5p b) S� se demonstreze c� legea ”∗” este asociativ�.
5p c) S� se arate c� legea ”∗” nu admite element neutru. 
5p d) S� se demonstreze c� ( ) 2x y x y+ ≤ ∗ , pentru orice ,x y ∈� .

5p e) S� se arate c� numerele 2(1 1)a = ∗ , 2(1 1 1)b = ∗ ∗ , 2(1 1 1 1)c = ∗ ∗ ∗  sunt termeni consecutivi ai unei 
progresii aritmetice. 

5p f) S� se arate c� num�rul (1 7) (1 7)+ ∗ −  este p�tratul unui num�r natural. 

Varianta 3
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4 SUBIECTUL II (30p) – Varianta 004

Pe mul�imea ( )1,G = ∞  se define�te opera�ia 2 2 2 2 2x y x y x y∗ = − − + .

5p a) S� se verifice c� 2 2( 1)( 1) 1x y x y∗ = − − + , ,x y G∀ ∈ .
5p b) S� se arate c� x y G∗ ∈ , pentru oricare ,x y G∈ .
5p c) S� se demonstreze c� legea  ”∗” este asociativ� pe G .
5p d) S� se verifice c� legea ”∗” admite elementul neutru 2e = .
5p e) S� se demonstreze c� mul�imea G  împreun� cu legea ”∗” formeaz� o structur� de grup. 
5p f) S� se rezolve ecua�ia 2 5x ∗ = , unde x G∈ .

Varianta 4

55 SUBIECTUL II (30p) – Varianta 005
Pe mul�imea ( )0,G = ∞  se consider� legea de compozi�ie 2log yx y x∗ = .

5p a) S� se arate c� ( ) ( )2 2log log2 x yx y ⋅∗ = , pentru oricare ,x y G∈ .

5p b) S� se compare numerele 2 2 3(2 4 ) 2a = ∗ ∗ �i 2 3 2 2(2 2 ) (2 4 )b = ⋅ ∗ ⋅
5p c) S� se arate c� legea ”∗” este asociativ� pe G .
5p d) S� se verifice c� legea ”∗” admite elementul neutru 2e = .
5p e) S� se determine simetricul elementului 38x =  în raport cu legea ”∗”.
5p f) S� se rezolve ecua�ia 2x x∗ = , unde x G∈ .

Varianta 5

6 SUBIECTUL II (30p) – Varianta 006

Pe mul�imea ( )0,  1G =  se define�te opera�ia 
2 1

xyx y
xy x y

∗ =
+ − −

.

5p a) S� se verifice c�
(1 )(1 )

xyx y
xy x y

∗ =
+ − −

, pentru oricare ,x y G∈ .

5p b) S� se arate c� x y G∗ ∈ , pentru oricare ,x y G∈ .
5p c) S� se demonstreze c� legea ”∗” este asociativ� pe G .

5p d) S� se verifice c� legea ”∗” admite elementul neutru 1
2

e = .

5p e) S� se demonstreze c� mul�imea G  împreun� cu legea ”∗” formeaz� o structur� de grup. 

5p f) S� se rezolve ecua�ia 1 1
3 7

x ∗ = , unde x G∈ .

Varianta 6
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7 SUBIECTUL II (30p) – Varianta 007

Pe mul�imea numerelor reale se define�te legea de compozi�ie 3 33x y x y∗ = + .
5p a) S� se demonstreze c� legea ”∗” este asociativ�.
5p b) S� se verifice c� legea ”∗” admite elementul neutru 0e = .
5p c) S� se demonstreze c� �  împreun� cu legea ”∗” formeaz� o structur� algebric� de grup comutativ. 
5p d) S� se arate c� înmul�irea numerelor reale este distributiv� fa�� de legea ”∗”.
5p e) S� se demonstreze c� ( ),  ,∗ ⋅�  este corp, unde " "⋅  este înmul�irea pe � .

5p f) S� se rezolve sistemul 
1
1

x y
x y

∗ =�
� + =�

, ,x y ∈� .

Varianta 7

8 SUBIECTUL II (30p) – Varianta 008

Pe mul�imea numerelor ra�ionale se define�te legea de compozi�ie 1 ( 1)
2

x y xy x y∗ = + + − . Se noteaz�

cu H mul�imea numerelor întregi impare.

5p a) S� se verifice c� 1 ( 1)( 1) 1
2

x y x y∗ = + + − , pentru oricare ,x y ∈� .

5p b) S� se arate c� legea ”∗” este asociativ�.
5p c) S� se verifice c� legea ”∗” admite elementul neutru 1e = .
5p d) S� se arate c� x y H∗ ∈ , pentru oricare ,x y H∈ .
5p e) S� se determine elementele x H∈  cu proprietatea c� exist� x H′∈ , astfel încât 1x x x x′ ′∗ = ∗ = .

5p f) S� se arate c� 1 1x
x

∗ ≥ , pentru orice ( )0,x ∈ ∞ ∩� .

Varianta 8

9 SUBIECTUL II (30p) – Varianta 009
Pe mul�imea numerelor reale se define�te legea de compozi�ie ( )2x y xy x y m∗ = − + + , m∈� .

5p a) S� se verifice c� ( )( )2 2 4, ,x y x y m x y∗ = − − + − ∀ ∈� .
5p b) S� se determine m astfel încât 22009 2009 2007 2∗ = + .
5p c) Pentru 6m = s� se determine a ∈�  astfel încât ,x a a x a x∗ = ∗ = ∀ ∈� .
5p d) S� se determine m �tiind c� elementul neutru al legii  ” ∗” este 3e = .
5p e) Pentru 6m =  s� se calculeze 1 2 ... 2009∗ ∗ ∗ , �tiind c� legea ”∗” este asociativ�.
5p f) S� se determine cea mai mic� valoare a num�rului m astfel încât [ )2,x y∗ ∈ ∞ , pentru orice [ ), 2,x y ∈ ∞ .

Varianta 9
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10 SUBIECTUL II (30p) – Varianta 010
Pe mul�imea numerelor reale se define�te legea de compozi�ie 2 2 2 3x y xy x y∗ = − − + .

5p a) S� se verifice c� 2( 1)( 1) 1x y x y∗ = − − + , pentru oricare ,x y ∈� .
5p b) S� se demonstreze c� legea ”∗” este asociativ�.

5p c) S� se verifice c� legea ”∗” admite elementul neutru 3
2

e = .

5p d) Se consider� mul�imea (1, )G = ∞ . S� se arate c� x y G∗ ∈ , pentru oricare ,x y G∈ .
5p e) S� se arate c� (1, )G = ∞  împreun� cu legea ”∗” formeaz� o structur� de grup comutativ. 

5p f) S� se rezolve în mul�imea numerelor reale ecua�ia 3
2

x x∗ = .

Varianta 10

11 SUBIECTUL II (30p) – Varianta 011

Pe mul�imea numerelor reale se define�te legea de compozi�ie 3 33 1x y x y∗ = + + .
5p a) S� se demonstreze c� legea ”∗” este asociativ� pe � .
5p b) S� se verifice c� legea ”∗” admite elementul neutru 1e = − .
5p c) S� se demonstreze c� mul�imea numerelor reale împreun� cu legea ”∗” formeaz� o structur� de grup. 
5p d) S� se demonstreze c� expresia ( ) ( )E x x x= ∗ −  nu depinde de x .

5p e) S� se arate c� 1yx
y x

∗ ≠ , pentru orice ,x y ∗∈� .

5p f) S� se rezolve în �  ecua�ia 32 4 3x x∗ = .

Varianta 11

12 SUBIECTUL II (30p) – Varianta 012
Pe mul�imea numerelor ra�ionale se definesc legile de compozi�ie x y x y a∗ = + + �i

2 2 2x y xy x y= + + +� , cu a ∈� .
5p a) S� se arate c� legea ” � ” este asociativ�.
5p b) S� se verifice c� legea ” � ” admite elementul neutru 1e = − .
5p c) S� se determine a ∈�  , astfel încât 2 (3 1) (2 3) (2 1)∗ = ∗� � � .
5p d) S� se arate c� mul�imea �  împreun� cu legea ”∗” formeaz� o structur� de grup comutativ. 
5p e) S� se determine m∈�  pentru care are loc egalitatea 3( 2) ,x x x x m= + +� �  oricare x∈�
5p f) Pentru 2a = , s� se rezolve în mul�imea �  ecua�ia x x x x∗ = � .

Varianta 12
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13 SUBIECTUL II (30p) – Varianta 013
Pe mul�imea numerelor reale se define�te legea de compozi�ie 4x y x y∗ = + + .

5p a) S� se arate c� pentru orice a ∈� , are loc inegalitatea 2 2 6a a−∗ ≥ .
5p b) S� se rezolve în �  ecua�ia 12 2 16x x+∗ = .
5p c) S� se arate c� legea ”∗” este asociativ�.
5p d) S� se verifice c� legea ”∗” admite elementul neutru 4e = − .
5p e) S� se arate c� mul�imea �  împreun� cu legea ”∗” formeaz� o structur� de grup comutativ. 
5p f) S� se rezolve ecua�ia ( ) ( )2

2 2log log 7x x∗ = .

Varianta 13

14 SUBIECTUL II (30p) – Varianta 014
Pe mul�imea numerelor reale se define�te legea de compozi�ie 6 6 42x y xy x y∗ = − − + . Fie mul�imea 

[5, 7]G = ⊂ � .
5p a) S� se verifice c� ( 6)( 6) 6x y x y∗ = − − + , pentru orice ,x y ∈� .
5p b) S� se demonstreze c� legea ”∗” este asociativ� pe � .
5p c) S� se verifice c� legea ”∗” admite elementul neutru 7e = .
5p d) S� se arate c� x y G∗ ∈ , pentru oricare ,x y G∈ .
5p e) Fie { }7M x x x= ∈ ∗ =� . S� se arate c� mul�imea M  împreun� cu legea ”∗” formeaz� o structur�

de grup comutativ. 
5p f) S� se determine numerele întregi x �i y pentru care 7x y∗ = .

Varianta 14

15 SUBIECTUL II (30p) – Varianta 015

Pe mul�imea ( )2,G = ∞  se define�te opera�ia 2 2 2 22 2 6x y x y x y∗ = − − + .

5p a) S� se verifice c� 2 2( 2)( 2) 2x y x y∗ = − − + , ,x y G∀ ∈ .
5p b) S� se arate c� x y G∗ ∈ , pentru oricare ,x y G∈ .
5p c) S� se demonstreze c� legea ”∗” este asociativ� pe G .
5p d) S� se verifice c� legea ”∗” admite elementul neutru 3e = .
5p e) S� se determine simetricul elementului 8x =  în raport cu legea ”∗”.
5p f) S� se arate c� numerele 2(2 2) 2a = ∗ − , 2(2 2 2) 2b = ∗ ∗ − , 2(2 2 2 2) 2c = ∗ ∗ ∗ − sunt termeni consecutivi 

ai unei progresii geometrice.  

Varianta 15
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16 SUBIECTUL II (30p) – Varianta 016
Pe mul�imea numerelor reale se definesc legile de compozi�ie 3x y x y∗ = + − �i 3 3x y xy x y a= − − +� ,
cu a ∈� .

5p a) S� se arate c� pentru 12a =  legea ” � ” este asociativ�.
5p b) S� se determine a ∈� �tiind c� legea ” � ” admite elementul neutru 4e = .
5p c) S� se determine a ∈� , astfel încât 2 (3 1) (2 3) (2 1)∗ = ∗� � � .
5p d) S� se arate c� mul�imea �  împreun� cu legea ”∗” formeaz� o structur� de grup comutativ. 
5p e) Pentru 12a =  s� se determine m∈�  astfel încât 3( 3) ,x x x x m= − +� �  oricare ar fi x∈�

5p f) Pentru 12a =  s� se rezolve sistemul 
2
1

x y
x y

∗ =�
� =� �

, unde ,x y ∈� .

Varianta 16

17 SUBIECTUL II (30p) – Varianta 017
Pe mul�imea numerelor reale se define�te legea de compozi�ie 3x y x y∗ = + + .

5p a) S� se demonstreze c� legea ”∗” este asociativ�.
5p b) S� se verifice c� legea ”∗” admite elementul neutru 3e = − .
5p c) S� se demonstreze c� mul�imea �  împreun� cu legea ”∗” formeaz� o structur� de grup. 
5p d) S� se rezolve în �  ecua�ia 2 4(log ) (log ) 6x x∗ = .
5p e) S� se arate c�  numerele 2 2 2a = ∗ ∗ , 2b a= ∗ �i 2c b= ∗  sunt termeni consecutivi ai unei progresii 

aritmetice. 

5p f) S� se arate c� num�rul 1 1
3 2 2 3 2 2

m = ∗
+ −

 este p�tratul unui num�r natural. 

Varianta 17

18 SUBIECTUL II (30p) – Varianta 018
Pe mul�imea numerelor reale se define�te legea de compozi�ie 3 6 6 10x y xy x y∗ = + + + .

5p a) S� se verifice c� 3( 2)( 2) 2x y x y∗ = + + − , ,x y∀ ∈� .
5p b) S� se demonstreze c� legea ”∗” este asociativ�.
5p

c) S� se verifice c� legea ”∗” admite elementul neutru 5
3

e = − .

5p d) S� se determine simetricul num�rului 1
3

x =  în raport cu legea ” ∗”.

5p e) S� se determine n∈	  pentru care are loc egalitatea 33 ( 2)nx x x x n∗ ∗ = + − , x∀ ∈� .
5p f) S� se arate c� numerele ( 1) ( 1) 2a = − ∗ − + , ( 1) ( 1) ( 1) 2b = − ∗ − ∗ − + , ( 1) ( 1) ( 1) ( 1) 2c = − ∗ − ∗ − ∗ − +

Varianta 18
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19 SUBIECTUL II (30p) – Varianta 019

Pe mul�imea ( )2, 2G = −  se define�te opera�ia 4( )
4
x yx y

xy
+∗ =

+
.

5p a) S� se arate c� x y G∗ ∈ , pentru oricare ,x y G∈ .
5p b) S� se demonstreze c� legea ”∗” este asociativ�.
5p c) S� se verifice c� legea ”∗” admite elementul neutru 0e = .
5p d) S� se demonstreze c� mul�imea G  împreun� cu legea ” ∗” formeaz� o structur� de grup. 

5p e) S� se arate c� 2( 2)( 2) 2(2 )(2 )
( 2)( 2) (2 )(2 )
x y x yx y
x y x y

+ + − − −∗ =
+ + + − −

, pentru orice ,x y G∈ .

5p f) S� se determine x G∈  pentru care 1 1 1 1x∗ = ∗ ∗ .

Varianta 19

20 SUBIECTUL II (30p) – Varianta 020

Pe mul�imea numerelor reale se definesc legile de compozi�ie 1x y x y∗ = + − �i 1 ( 3)
2

x y xy x y= − − +� .

5p a) S� se demonstreze c� legea ” � ” este asociativ�.
5p b) S� se verifice c� legea ” � ” admite element neutru 3e = .
5p c) S� se demonstreze c� legea ” � ” este distributiv� fa�� de legea ”∗”.
5p d) S� se arate c� mul�imea �  împreun� cu legea ”∗” formeaz� o structur� de grup comutativ. 
5p e) S� se determine a ∈�  pentru care a x a=� , x∀ ∈� .
5p f) S� se rezolve în mul�imea �  ecua�ia 3 1x x x=� � � .

Varianta 20

21 SUBIECTUL II (30p) – Varianta 021
Pe mul�imea numerelor întregi se define�te legea de compozi�ie 2 2x y xy x y a∗ = + + + , cu a ∈� .

5p a) S� se determine a ∈� �tiind c� legea ”∗” admite element neutru. 
5p b) Pentru 2a =  s� se demonstreze c� legea ”∗” este asociativ�.
5p c) Dac� 2a =  s� se arate c� ( ) ( ) ( )2 2x y z x z y z+ + ∗ = ∗ + ∗ + , pentru orice , ,x y z ∈� .

5p d) Pentru 2a =  s� se determine mul�imea { }exist� , astfel încât 1M x x x x′ ′= ∈ ∈ ∗ = −� � .
5p e) Pentru 2a =  s� se determine ,x y ∈� , astfel încât 3x y∗ = .
5p f) Fie mul�imea { }3, 1H = − − . S� se determine a ∈�  astfel încât, pentru oricare ,x y H∈ , s� rezulte c� x y H∗ ∈ .

Varianta 21
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22 SUBIECTUL II (30p) – Varianta 022

Pe mul�imea numerelor reale se define�te legea de compozi�ie 3 33 1x y x y∗ = + − .
5p a) S� se rezolve în �  ecua�ia 1x x∗ = .
5p b) S� se demonstreze c� legea ”∗” este asociativ�.
5p c) S� se verifice c� legea ”∗” admite elementul neutru 1e = .
5p d) S� se determine simetricul num�rului 3 10x =  în raport cu legea ” ∗”.
5p e) S� se arate c� numerele 3(2 2)a = ∗ , 3(2 2 2)b = ∗ ∗ �i 3(2 2 2 2)c = ∗ ∗ ∗  sunt termeni consecutivi ai 

unei progresii aritmetice. 
5p f) S� se arate c� num�rul 3 332 33m = ∗  este p�tratul unui num�r natural. 

Varianta 22

23 SUBIECTUL II (30p) – Varianta 023
Pe mul�imea numerelor reale se define�te legea de compozi�ie 2 6 6 15x y xy x y∗ = + + + .

5p a) S� se arate c� 2( 3)( 3) 3x y x y∗ = + + − , ,x y∀ ∈� .
5p b) S� se demonstreze c� legea ”∗” este asociativ�.

5p c) S� se verifice c� legea ”∗” admite elementul neutru 5
2

e = − .

5p d) Se consider� mul�imea ( )3,G = − +∞ . S� se arate c� pentru oricare ,x y G∈ , rezult� c� x y G∗ ∈ .
5p e) S� se arate c� mul�imea ( )3,G = − +∞  împreun� cu legea ”∗” formeaz� o structur� de grup. 

5p f) S� se determine n∈	  pentru care are loc egalitatea 32 ( 3) 3nx x x x∗ ∗ = + − , x∀ ∈� .

Varianta 23

24 SUBIECTUL II (30p) – Varianta 024

Pe mul�imea ( )2,G = +∞  se define�te opera�ia 2 2 2 24 4 20x y x y x y∗ = − − + .

5p a) S� se arate c� 2 2( 4)( 4) 4x y x y∗ = − − + , ,x y G∀ ∈ .
5p b) S� se arate c� x y G∗ ∈ , pentru oricare ,x y G∈ .
5p c) S� se demonstreze c� legea ”∗” este asociativ� pe G .
5p d) S� se verifice c� legea ”∗” admite elementul neutru 5e = .
5p e) S� se demonstreze c� mul�imea G  împreun� cu legea ”∗” formeaz� o structur� de grup. 
5p f) S� se determine numerele naturale ,x y G∈  pentru care 8x y∗ = .

Varianta 24
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25 SUBIECTUL II (30p) – Varianta 025
Pe mul�imea numerelor întregi se definesc legile de compozi�ie 5x y x y∗ = + − �i 5 5 30x y xy x y= − − +� .

5p a) S� se arate c� legea ” � ” este asociativ�.
5p b) S� se verifice c� legea ” � ” admite elementul neutru 6e = .
5p c) S� se arate c� legea ” � ” este distributiv� fa�� de legea ”∗”.
5p d) S� se demonstreze c� �  împreun� cu legea ”∗” formeaz� o structur� de grup comutativ. 
5p e) S� se arate c� ( ),  ,∗ ��  este inel. 

5p f) S� se determine num�rul întreg x pentru care 2x x x=� .

Varianta 25

26 SUBIECTUL II (30p) – Varianta 026
Pe mul�imea numerelor reale se define�te legea de compozi�ie ( )2 2 2x y xy x y∗ = − + + + .

5p a) S� se arate c� ( )( )2 2 2x y x y∗ = − − + , pentru orice ,x y ∈� .

5p b) S� se calculeze 2x ∗ , unde x∈� .
5p c) S� se demonstreze c� legea „∗” este asociativ�.
5p d) S� se determine elementul neutru al legii „∗”.
5p e) S� se demonstreze c� structura algebric� ( ),∗�  nu este grup.  

5p f) S� se calculeze ( ) ( ) ( ) ( )3 2 1 0 1 2 3 .− ∗ − ∗ ∗ ∗ ∗ ∗

Varianta 26

27 SUBIECTUL II (30p) – Varianta 027
Pe mul�imea numerelor reale se define�te legea de compozi�ie ( ) 22009 2009 2009x y xy x y= − + + +� .

5p a) S� se arate c� ( 2009)( 2009) 2009x y x y= − − +� , ,x y∀ ∈�
5p b) S� se demonstreze c� legea „ � ” este asociativ�.
5p c) Folosind eventual a) s� se calculeze 2009 2009 2009 2009� � � .
5p d) S� se determine elementul neutru al legii „ � ” . 
5p e) Se consider� mul�imea [ )2009,H = +∞ . S� se arate c� x y H∈� , pentru oricare ,x y H∈ .

5p f) S� se rezolve în mul�imea �  ecua�ia ( ) 21 2009x x − =� .

Varianta 27
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28 SUBIECTUL II (30p) – Varianta 028

Pe mul�imea numerelor reale se definesc legile de compozi�ie 
( )( )1 1

1
2

x y
x y

+ +
∗ = − �i

( )( ) * *1 1
1,   sau 

2
1,       0

x y
x yx y
x y

� + +
− ∈ ∈�= �

� = =�

� �� .

5p a) S� se demonstreze c� legea de compozi�ie “∗” este asociativ� pe � .
5p b) S� se arate c� exist� e∈� , astfel încât ,x e x∗ =  pentru orice x∈� .
5p c) S� se arate c� structura algebric� ( ),∗�  nu este grup. 
5p d) S� se calculeze ( ) ( ) ( )

201 termeni

1 0 1 1 0 1 ... 1 0 1− ∗ ∗ ∗ − ∗ ∗ ∗ ∗ − ∗ ∗����������������� .

5p e) Se consider� mul�imea { }1,0,1H = − . S� se arate c� x y H∈� , pentru oricare ,x y H∈ .

5p f) S� se arate c� legea  “ � ” admite element neutru pe { }1,0,1H = − .

Varianta 28

29 SUBIECTUL II (30p) – Varianta 029

Pe mul�imea numerelor reale se definesc legile de compozi�ie 1
2

xy x yx y + + −∗ = �i

* *1,   sau 
2

1,       0

xy x y x yx y
x y

+ + −� ∈ ∈�= �
� = =�

� �
� .

5p a) S� se demonstreze c� legea de compozi�ie „∗” este asociativ� pe � .
5p b) S� se calculeze ( 1)x ∗ − , unde x∈� .
5p c) S� se calculeze ( ) ( ) ( )2009 2008 ... 1 0 1 ... 2008 2009− ∗ − ∗ ∗ − ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ .
5p d) S� se arate c� legea  „∗” admite element neutru. 
5p e) Se consider� mul�imea { }1,0,1H = − . S� se arate c� x y H∈� , pentru oricare ,x y H∈ .

5p f) S� se arate c� legea  „ � ” admite element neutru pe H.

Varianta 29

30 SUBIECTUL II (30p) – Varianta 030

Pe intervalul [ )1,I = +∞ se define�te opera�ia 2 2 2 2 2x y x y x y∗ = − − + .
5p a) S� se arate c� x y I∗ ∈ , pentru oricare ,x y I∈ .
5p b) S� se arate c� legea de compozi�ie „∗” este asociativ�.
5p c) S� se determine elementul neutru al legii „∗”.

5p d) S� se arate c� ( ) ( )22 21 1x x x∗ − = − , pentru orice x I∈ .

5p e) S� se alc�tuiasc� tabla legii de compozi�ie „∗” definit� pe mul�imea { }0,1, 2H = .

5p f) S� se determine elementele simetrizabile ale mul�imii { }0,1, 2H =  în raport cu legea „∗” definit� pe H .

Varianta 30
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31 SUBIECTUL II (30p) – Varianta 031
Pe mul�imea numerelor întregi se definesc legile de compozi�ie 2x y x y∗ = + − �i 2 2 6x y xy x y= − − +� .

5p a) S� se determine elementul neutru al legii „∗”.
5p b) S� se demonstreze c� legea „∗” este asociativ�.
5p c) S� se arate c� legea „ � ” admite element neutru pe 
 .
5p d) Se consider� mul�imea { }/ 2 1,H x x k k= ∈ = + ∈
 
 . S� se arate c� x y H∈� , pentru oricare ,x y H∈ .
5p e) S� se demonstreze c� are loc egalitatea ( ) ( ) ( )x y z x z y z∗ = ∗� � � , pentru orice , ,x y z ∈
 .
5p f) S� se arate c� ( ), ,∗
 �  este inel. 

Varianta 31

32 SUBIECTUL II (30p) – Varianta 032
Se consider� { }0,1,2,3,4,5,6,7M = , mul�imea tuturor resturilor ob�inute prin împ�r�irea numerelor 
naturale la 8. Pe mul�imea M  se definesc legile de compozi�ie x y r=� , unde r este restul împ�r�irii 
produsului x y⋅  la 8 �i x y p⊕ = , unde p  este restul împ�r�irii sumei ( )x y+  la 8. 
Se admite c� legile de compozi�ie " "� �i " "⊕ sunt asociative.

5p a) S� se alc�tuiasc� tablele legilor de compozi�ie " "� �i " "⊕  definite pe mul�imea M .
5p b) S� se arate c� ( ) ( ) ( )5 6 7 5 7 6 7⊕ = ⊕� � � .
5p c) S� se calculeze 

2010  cifre

7 7 ... 7� � �������� .

5p d) S� se determine elementele simetrizabile ale mul�imii M  în raport cu legea " "� .
5p e) Se consider� mul�imea { }0,2,4,6H = . S� se arate c� x y H⊕ ∈ , pentru oricare ,x y H∈ .
5p f) Fie mul�imea { }1,3,5,7 .G =  S� se demonstreze c� mul�imea G  împreun� cu legea de compozi�ie 

" "� formeaz� o structur� de grup comutativ. 

Varianta 32

69 SUBIECTUL II (30p) – Varianta 033
Pe mul�imea ( )1,G = +∞  se define�te legea de compozi�ie 3 31 log logx y x y= + +� .

5p a) S� se arate c� x y G∈� , pentru oricare ,x y G∈ .

5p b) S� se compare numerele 2 3 4(3 3 ) 3a = � � �i 2 3 43 (3 3 )b = � � .
5p c) S� se demonstreze c� legea „ � ” nu  este asociativ�  pe G .
5p d) S� se demonstreze c� 3 3 1m n m n= + +� , pentru oricare *,m n∈	 .
5p e) S� se rezolve ecua�ia 3 9 10x x =�  în mul�imea G .
5p f) S� se calculeze  1 2 3 4 5 6 11 12(3 3 ) (3 3 ) (3 3 ) ... (3 3 )+ + + +� � � � .

Varianta 33
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34 SUBIECTUL II (30p) – Varianta 034
Pe mul�imea numerelor reale se define�te legea de compozi�ie x y x y m∗ = + + , unde m∈
 .

5p a) S� se arate c� legea de compozi�ie " "∗  este asociativ�.
5p b) S� se determine m astfel încât 6e = −  s� fie elementul neutru al legii " "∗ ,
5p c) S� se rezolve în �  ecua�ia 2x x m∗ = .
5p d) S� se demonstreze c� dac� m este num�r strict pozitiv, atunci ecua�ia 2 0x x∗ =  nu are solu�ii reale. 
5p e) S� se calculeze ( ) ( )x x y y− ∗ ∗ ∗ − .

5p f) S� se determine m astfel încât ( ) ( )3 2 2 3 6− ∗ − ∗ ∗ = .

Varianta 34

35 SUBIECTUL II (30p) – Varianta 035
Pe mul�imea numerelor reale se define�te legea de compozi�ie ( )( )2009 2009 2009 2009x y x y∗ = − − + .

5p a) S� se demonstreze c� legea " "∗  este comutativ�.
5p b) S� se determine y ∈� , astfel încât x y x∗ = , x∀ ∈� .
5p c) S� se determine z ∈� , astfel încât x z z∗ = , x∀ ∈� .
5p d) S� se demonstreze c� { }\ 2009x y∗ ∈� , pentru orice { }, \ 2009x y ∈� .
5p e) S� se arate c� legea " "∗  determin� pe { }\ 2009� o structur� de grup comutativ. 
5p f) S� se determine dou� numere , \a b∈� �  cu proprietatea c� a b∗ ∈
 .

Varianta 35

36 SUBIECTUL II (30p) – Varianta 036
Pe mul�imea { }0,1,2,3,4,5,6,7,8,9M =  se define�te legea de compozi�ie x y∗ = ultima cifr� a 
produsului x y⋅ . Se admite c� legea de compozi�ie " "∗  este asociativ� pe mul�imea M.

5p a) S� se arate c� 5 0,x∗ =  pentru orice x  num�r par din mul�imea M.
5p b) S� se alc�tuiasc� tabla legii de compozi�ie " "∗ .
5p c) S� se calculeze 1 2 3 4 5 6 7 8 9∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ .
5p d) S� se determine elementele simetrizabile mul�imii M în raport cu legea " "∗ .
5p e) Se consider� mul�imea { }0,2,4,6,8H = . S� se arate c� x y H∗ ∈ , pentru orice ,x y H∈ .

5p f) S� se rezolve ecua�ia ( )3 7 9x ∗ ∗ = , unde x M∈ .

Varianta 36

http://www.pro-matematica.ro



37 SUBIECTUL II (30p) – Varianta 037
Pe mul�imea numerelor naturale se define�te legea de compozi�ie x y r∗ = , unde r  este restul împ�r�irii 
produsului x y⋅  la 10. Se admite c� legea " "∗  este asociativ� pe 	 . Se consider� mul�imea { }1,3,5,7,9 .I =

5p a) S� se arate c� 10 0,x x∗ = ∀ ∈	 .
5p b) S� se calculeze 5 5 5 5 5∗ ∗ ∗ ∗ .
5p c) S� se arate c� x y I∗ ∈ , pentru oricare ,x y I∈ .
5p d) S� se demonstreze c� legea " "∗  determin� pe mul�imea { }\ 5I  o structur� de grup comutativ. 
5p e) S� se calculeze 2 4 6 ... 2008 2010∗ ∗ ∗ ∗ ∗ .
5p f) S� se demonstreze c� legea " "∗  nu admite element neutru. 

Varianta 37

SUBIECTUL II (30p) – Varianta 038
În mul�imea �  a numerelor ra�ionale se consider� submul�imile { }2nM n= ∈
 �i { }2P n n= ∈
 .

5p a) S� se demonstreze c� produsul oric�ror dou� elemente din M este tot un element al mul�imii M.
5p b) S� se arate c� înmul�irea numerelor ra�ionale determin� pe mul�imea M o structur� de grup comutativ. 
5p c) S� se arate c� x y P⋅ ∈ , pentru oricare ,x y P∈ .
5p d) S� se determine mul�imea  

( ) {U P x P x= ∈  este element inversabil al mul�imii P  în raport cu înmul�irea numerelor întregi}.  
5p e) S� se demonstreze c� produsul a patru elemente din mul�imea M care au exponen�i naturali consecutivi 

este element al mul�imii P. 
5p f) S� se arate c� M P∩ ≠ ∅ .

Varianta 38

39 SUBIECTUL II (30p) – Varianta 039
Pe mul�imea numerelor reale se define�te legea de compozi�ie ( )( )8 8 8 8x y x y∗ = − − + . Se consider�
mul�imea [ )8,H = +∞ .

5p a) S� se calculeze 8x ∗ , unde x∈� .
5p b) S� se demonstreze c� legea " "∗  este asociativ�.
5p c) S� se calculeze ( ) ( )8 7 ... 0 ... 7 8− ∗ − ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ .
5p d) S� se arate c� x y H∗ ∈ , pentru oricare ,x y H∈ .
5p e) S� se arate c� legea " "∗  admite element neutru pe mul�imea H.
5p f) S� se arate c� exist� , \a b∈� 
  cu proprietatea c� a b∗ ∈
 .

Varianta 39
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40 SUBIECTUL II (30p) – Varianta 040
Pe mul�imea numerelor naturale se define�te legea de compozi�ie x y r∗ = , unde r  este restul împ�r�irii 
produsului x y⋅  la 10. Se admite c� legea " "∗  este asociativ� pe 	 . Se consider� mul�imea { }2,4,6,8P = .

5p a) S� se arate c� 10 0,x x∗ = ∀ ∈	 .
5p b) S� se calculeze 6 6 6 6∗ ∗ ∗ .
5p c) S� se arate c� x y P∗ ∈ , pentru oricare ,x y P∈ .
5p d) S� se demonstreze c� legea " "∗  determin� pe mul�imea P  o structur� de grup comutativ. 
5p e) S� se rezolve ecua�ia ( )2 4 8x ∗ ∗ =  în mul�imea P.
5p f) S� se calculeze 1 2 3 ... 2008 2009∗ ∗ ∗ ∗ ∗ .

Varianta 40

41 SUBIECTUL II (30p) – Varianta 041

Fie mul�imile { } { }2 2 2 , , , 1,2,4,6,8,9M x x a b a b H= ∈ = + ∈ =	 
 �i legea de compozi�ie definit� pe 

mul�imea { }\ 0	 , x y∗ = ultima cifr� a num�rului yx .
5p a) S� se demonstreze c� H M⊂ .
5p b) S� se determine ,a b∈	  pentru care 2 21 2a b= + .
5p c) S� se determine elementele inversabile din mul�imea M  în raport cu opera�ia de înmul�ire a numerelor 

naturale. 
5p d) S� se verifice c� 9 2 2 9∗ ≠ ∗ .
5p e) S� se arate c� x y H∗ ∈ , pentru oricare ,x y H∈ .
5p f) S� se determine o submul�ime cu dou� elemente a mul�imii H pe care legea " "∗  este comutativ�.

Varianta 41

42 SUBIECTUL II (30p) – Varianta 042
Pe mul�imea numerelor reale se define�te legea de compozi�ie ( ) 27 7 7x y xy x y∗ = − + + + . Se 
consider� intervalul [ ]6,8I = .

5p a) S� se calculeze 7 ,x∗ pentru oricare x∈� .
5p b) S� se arate c� ( )( )7 7 7,x y x y∗ = − − + pentru orice ,x y ∈� .
5p c) S� se demonstreze c� legea " "∗  este asociativ�.

5p d) S� se arate c� dac� 1 16 , 6
2 2

x y= + = − , atunci x y I∗ ∈ .

5p e) S� se arate c� legea " "∗  admite element neutru pe I.
5p f) S� se calculeze 1 2 3 ... 2008 2009∗ ∗ ∗ ∗ ∗ .

Varianta 42
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 SUBIECTUL II (30p) – Varianta 043
Se consider� mul�imea { }2  ,M a b a b= + ∈
 �i opera�iile " "+ �i " "⋅  de adunare �i respectiv de înmul�ire 

a numerelor reale.
5p a) S� se demonstreze c� x y M+ ∈ , pentru oricare ,x y M∈ .
5p b) S� se demonstreze c� x y M⋅ ∈ , pentru oricare ,x y M∈ .
5p c) S� se arate c� { }0,1 M⊂ .
5p d) S� se arate c� num�rul 5 2−  nu este element inversabil al mul�imii M în raport cu opera�ia " "⋅
5p e) S� se arate c� ( ),M +  este grup comutativ. 

5p f) S� se demonstreze c� orice element al mul�imii { }2 22 , , 2 1H a b a b a b= + ∈ − =
  este element 

inversabil în raport cu opera�ia " "⋅  definit� pe H.

Varianta 43

44 SUBIECTUL II (30p) – Varianta 044

Pe intervalul 3,
2

I � �= −∞� 	

 �

 se define�te legea de compozi�ie 2
3

xyx y
x y

−∗ =
+ −

. Se consider� intervalul 

( ]1 ,1I = −∞ .

5p a) S� se calculeze ( )2 2x = ∗ − .

5p b) S� se arate c� 1x y I∗ ∈ , pentru oricare 1,x y I∈ .
5p c) S� se verifice c� legea " "∗  este asociativ� pe 1I .
5p d) S� se verifice c� 1 1x ∗ = , pentru orice 1x I∈ .
5p e) S� se arate c� legea " "∗  nu admite element neutru pe mul�imea 1I .
5p f) S� se calculeze ( )( 2009) ( 2008) ... 1 0 1− ∗ − ∗ ∗ − ∗ ∗ .

Varianta 44

45 SUBIECTUL II (30p) – Varianta 045

Pe intervalul 5 ,
2

I � �= +∞� 	

 �

 se define�te legea de compozi�ie 6
5

xyx y
x y

−∗ =
+ −

. Se consider� intervalul 

[ )1 3,I = +∞ .

5p a) S� se calculeze 7 5∗ .
5p b) S� se arate c� 1x y I∗ ∈ , pentru oricare 1,x y I∈ .
5p c) S� se demonstreze c� legea " "∗  este asociativ� pe 1I .
5p d) S� se verifice c� 3 3x∗ = , pentru orice 1x I∈ .
5p e) S� se arate c� legea " "∗  nu admite element neutru pe 1I .
5p f) S� se calculeze 3 4 5 ... 2008 2009∗ ∗ ∗ ∗ ∗ .

Varianta 45
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46 SUBIECTUL II (30p) – Varianta 046
Pe mul�imea numerelor întregi se define�te legea de compozi�ie x y x y x y∗ = ⋅ + + . Se consider� mul�imea 

{ }2H k k= ∈

5p a) S� se rezolve în mul�imea numerelor întregi ecua�ia ( )1 1x x− ∗ = − .
5p b) S� se demonstreze c� legea " "∗  admite element neutru. 
5p c) S� se demonstreze c� legea " "∗  este asociativ�.
5p d) S� se demonstreze c� x y H∗ ∈ , pentru oricare ,x y H∈ .
5p e) S� se determine a ∈
  astfel încât 1a x∗ = − , pentru orice x∈
 .
5p f) S� se demonstreze c� dac� x∈
  este element simetrizabil în raport cu legea " "∗ , atunci x H∈ .

Varianta 46

47 SUBIECTUL II (30p) – Varianta 047

Pe intervalul [ )2,I = +∞  se define�te opera�ia 2
3

xyx y
x y

−∗ =
+ −

.

5p a) S� se calculeze 5 3∗ .
5p b) S� se arate c� x y I∗ ∈ , pentru oricare ,x y I∈ .
5p c) S� se demonstreze c� legea " "∗  este asociativ� pe intervalul I .
5p d) S� se verifice c� 2 2x∗ = , pentru orice x I∈ .
5p e) S� se arate c� legea " "∗  nu admite element neutru pe mul�imea I .
5p f) S� se calculeze 2 3 4 ... 2008 2009∗ ∗ ∗ ∗ ∗ .

Varianta 47

48 SUBIECTUL II (30p) – Varianta 048

Pe intervalul ( ],2I = −∞  se define�te opera�ia 6
5

xyx y
x y

−∗ =
+ −

.

5p a) S� se demonstreze c� dac� 3x = �i 3y = − , atunci x y I∗ ∈ .
5p b)S� se arate c� x y I∗ ∈ , pentru oricare ,x y I∈ .
5p c) S� se verifice c� legea " "∗  este asociativ� pe intervalul I .
5p d) S� se verifice c� 2 2x ∗ = , pentru orice x I∈ .
5p e) S� se demonstreze c� legea " "∗  nu admite element neutru pe mul�imea I .
5p f) S� se calculeze ( 2009) ( 2008) ... 0 1 2− ∗ − ∗ ∗ ∗ ∗ .

Varianta 48
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49 SUBIECTUL II (30p) – Varianta 049
Se consider� mul�imea { }3 ,M a b a b= + ∈
 �i opera�iile „+” �i „ ⋅ ” de adunare �i respectiv de 

înmul�ire a numerelor reale.
5p a) S� se demonstreze c� x y M⋅ ∈ , pentru oricare ,x y M∈ .
5p b) S� se demonstreze c� x y M+ ∈ , pentru oricare ,x y M∈ .
5p c) S� se arate c� mul�imea { }0,1 M⊂ .

5p d) S� se demonstreze c� ( ), ,M + ⋅  este inel comutativ. 

5p e) S� se determine simetricul elementului 2 3x M= − ∈ , în raport cu opera�ia „ ⋅ ”.
5p f) S� se determine dou� numere , \x y M∈ �  astfel încât { }\ 1x y⋅ ∈� .

Varianta 49

50 SUBIECTUL II (30p) – Varianta 050
Se consider� mul�imea { }15  ,M a b a b= + ∈
 �i opera�iile „+” �i „ ⋅ ” de adunare �i respectiv de 

înmul�ire a numerelor reale.
5p a) S� se demonstreze c� x y M⋅ ∈ , pentru oricare ,x y M∈ .
5p b) S� se demonstreze c� x y M+ ∈ , pentru oricare ,x y M∈ .
5p c) S� se arate c� mul�imea { }0,1 M⊂ .

5p d) S� se demonstreze c� ( ), ,M + ⋅  este inel comutativ. 

5p e) S� se determine simetricul elementului 4 15x M= − ∈ , în raport cu opera�ia „ ⋅ ”.
5p f) S� se determine dou� numere , \x y M∈ �  astfel încât { }\ 1x y⋅ ∈� .

Varianta 50

51 SUBIECTUL II (30p) – Varianta 051

Pe mul�imea numerelor ra�ionale se define�te legea de compozi�ie
2
xyx y x y⊥ = + − .

5p a) S� se calculeze 
( )( )2 2

2,
2

x y
x y

− −
⊥ + − unde ,x y ∈� .

5p b) S� se demonstreze c� legea de compozi�ie “ ⊥ ”este asociativ�.
5p c) S� se demonstreze c� legea de compozi�ie “ ⊥ ” admite element neutru. 
5p d) S� se determine a ∈� , astfel încât ,x a a⊥ = pentru orice x ∈� .
5p e) Fie mul�imea { }\ 2M =� . S� se demonstreze c� ( ),M ⊥  este grup comutativ.  
5p f) S� se calculeze ( ) ( ) ( )8 7 ... 1 0 1 ... 7 8.− ⊥ − ⊥ ⊥ − ⊥ ⊥ ⊥ ⊥ ⊥

Varianta 51
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52 SUBIECTUL II (30p) – Varianta 052

Pe mul�imea { }0,1,2,3,4H =  se define�te legea de compozi�ie 
,    
,    2
,    3  2

x y x y
x y x y x y

y x x �i y

− ≥�
�= + < ≤�
� − ≤ >�

� .

5p a) S� se alc�tuiasc� tabla legii de compozi�ie „ � ”.
5p b) S� se arate c� legea de compozi�ie „ � ” nu este comutativ�.
5p c) S� se demonstreze c� legea de compozi�ie „ � ” nu este asociativ�.
5p d) S� se demonstreze c� legea de compozi�ie „ � ” admite element neutru pe H .
5p e) S� se verifice c� 0,x x =� pentru orice .x H∈
5p f) S� se calculeze ( ) ( )0 1 0 2� � � .

Varianta 52

53 SUBIECTUL II (30p) – Varianta 053

Pe mul�imea numerelor reale se define�te legea de compozi�ie 49 3 3
3

x y xy x y= − − +� .  Se consider�

mul�imea 1 ,
3

H � �= +∞ 	
� �
.

5p a) S� se arate c� x y H∈� , pentru oricare ,x y H∈ .
5p b) S� se determine a ∈� , astfel încât ,x a a x a= =� � pentru orice .x∈�
5p c) S� se determine b∈� , astfel încât ,x b b x x= =� � pentru orice .x ∈�

5p d) S� se verifice c� mul�imea 4 1|  exist�   astfel încât  \
9 3

A x H x H x x x x H� � � �′ ′ ′= ∈ ∈ = = =� � � �
� � � �

� � .

5p e) S� se demonstreze c� 1\ ,
3

H� �� �
� �� 	
� �
 �

�  este grup comutativ.  

5p f) S� se determine dou� numere , \a b∈� 
  pentru care 2a b =� .

Varianta 53

54 SUBIECTUL II (30p) – Varianta 054
Pe mul�imea numerelor întregi se define�te legea de compozi�ie x y x y x y∗ = ⋅ + + . Se consider�
mul�imea { }2 1H k k= + ∈
 .

5p a) S� se determine elementul neutru al legii " "∗ .
5p b) S� se verifice c� dac� ( ) ( )x y x y∗ = − ∗ − , atunci 0x y+ = .
5p c) S� se demonstreze c� x y H∗ ∈ , pentru orice ,x y H∈ .
5p d) S� se arate c� ( ) ( )( )( )1 1 1 1x y z x y z∗ ∗ = + + + − pentru orice , ,x y z ∈
 .
5p e) S� se calculeze ( ) ( )2010 2009 1∗ ∗ − .
5p f) S� se arate c� dac� x∈
  este element simetrizabil în raport cu legea " "∗ , atunci 0x x∗ = .

Varianta 54
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55 SUBIECTUL II (30p) – Varianta 055
Pe mul�imea numerelor reale se define�te legea de compozi�ie x y x y= −� . Se consider� mul�imea 

{ }0,1,2,3,4H = .
5p a) S� se arate c� x y H∈� , pentru orice ,x y H∈ .
5p b) S� se demonstreze c� legea de compozi�ie „ � ” este comutativ� pe H .
5p c) S� se arate c� legea de compozi�ie „ � ” nu este asociativ� pe H .
5p d) S� se demonstreze c� legea de compozi�ie „ � ” admite element neutru pe H .

5p e) S� se rezolve în �  ecua�ia ( ) ( )2 1 10x − =� .

5p f) S� se determine numerele întregi x pentru care 1 1x ≤� .

Varianta 55

56 SUBIECTUL II (30p) – Varianta 056

Pe mul�imea [ )0,1A =  se define�te opera�ia 
2 1

xyx y
xy x y

∗ =
− − +

.

5p a) S� se demonstreze c� ( )( )
2 ,

2 1 2 1 1
xyx y

x y
∗ =

− − +
pentru orice ,x y A∈ .

5p b) S� se arate c� x y A∗ ∈ , pentru oricare ,x y A∈ .
5p c) S� se demonstreze c� opera�ia " "∗ este asociativ�.
5p d) S� se demonstreze c� legea de compozi�ie „∗” admite element neutru pe A .

5p e) S� se determine mul�imea 1|  exist�   ,  astfel încât  
2

B x A x A x x x x� �′ ′ ′= ∈ ∈ ∗ = ∗ =� �
� �

.

5p f) S� se demonstreze c� { }( )\ 0 ,A ∗  este grup comutativ. 

Varianta 56

57 SUBIECTUL II (30p) – Varianta 057

Pe mul�imea ( )1,G = +∞  se define�te opera�ia 2 2 2 2 2x y x y x y∗ = − − + .

5p a) S� se arate c� 2 2( 1)( 1) 1,x y x y∗ = − − + pentru orice ,x y G∈ .
5p b) S� se arate c� x y G∗ ∈ , pentru oricare ,x y G∈ .
5p c) S� se rezolve în G ecua�ia 2 2x ∗ = .
5p d) S� se demonstreze c� legea de compozi�ie „∗” este asociativ�.
5p e) S� se demonstreze c� legea de compozi�ie „∗” admite element neutru pe G .
5p f) S� se determine x G∈  pentru care exist� x G′∈ , astfel încât 2x x x x′ ′∗ = ∗ = .

Varianta 57
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58 SUBIECTUL II (30p) – Varianta 058
Pe mul�imea numerelor reale se consider� legea de compozi�ie ( )4 20x y xy x y⊥ = − + + .

5p a) S� se demonstreze c� ( )( )4 4 4x y x y⊥ = − − + , pentru orice ,x y ∈� .

5p b) S� se rezolve în �  ecua�ia ( )1 4x x⊥ + = .

5p c) S� se demonstreze c� 4x y⊥ ≥  pentru oricare [ ), 4,x y ∈ +∞ .
5p d) S� se demonstreze c� legea de compozi�ie „ ⊥ ” este asociativ�.
5p e) S� se arate c� 5 este element neutru pentru legea de compozi�ie „ ⊥ ” .
5p f) S� se calculeze 1 2 3 4 5⊥ ⊥ ⊥ ⊥ .

Varianta 58

59 SUBIECTUL II (30p) – Varianta 059

Pe mul�imea mul�imea numerelor reale se define�te legea de compozi�ie 2
2log

2
x y x y= + +� .

5p a) S� se verifice c� 2 21 1 0
4 4

x y� � � �+ + ≥� 	 � 	

 � 
 �

�  pentru oricare ,x y ∈� .

5p b) S� se arate c� legea „ � ” este asociativ�.
5p c) S� se demonstreze c� legea „ � ” admite element neutru. 
5p d) S� se demonstreze c� ( ),� �  este grup comutativ. 

5p e) S� se rezolve în �  ecua�ia 2
2log ( ) 2x x = −� .

5p f) S� se determine n∈
  pentru care 11 12 2 6
4 4

n n+� � � �+ + =� 	 � 	

 � 
 �

� .

Varianta 59

60 SUBIECTUL II (30p) – Varianta 060
Pe mul�imea numerelor întregi se define�te legea de compozi�ie x y xy x y∗ = + + .

5p a) S� se demonstreze c� „∗” este lege de compozi�ie asociativ�.
5p b) S� se arate c� legea de compozi�ie „∗” admite element neutru pe 
 .
5p c) S� se determine x ∈
  pentru care exist� x′∈
  astfel încât 0x x′∗ = .
5p d) S� se rezolve în 
  ecua�ia 13 3 7x x+∗ = .
5p e) S� se calculeze ( ) ( ) ( )0 1 2 ... 13∗ − ∗ − ∗ ∗ − .
5p f) S� se rezolve în 
  ecua�ia 1x y∗ = .

Varianta 60
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61 SUBIECTUL II (30p) – Varianta 061
Pe mul�imea numerelor întregi se definesc urm�toarele legi de compozi�ie a b a b ab∗ = + + �i
a b a b ab= + −� .

5p a) Se consider� mul�imea { }| 1H x x= ∈ ≥ −
 . S� se arate c� x y H∗ ∈ , pentru oricare ,x y H∈ .
5p b) Se consider� mul�imea { }| 1G x x= ∈ ≤
 . S� se arate c� x y G∈� , pentru oricare ,x y G∈ .
5p c) S� se demonstreze c� legea de compozi�ie  „ � ” este asociativ�.
5p d) S� se determine elementul neutru al legii de compozi�ie „∗” . 

5p e) S� se demonstreze c� pentru orice a ∗∈	  are loc inegalitatea 1 3a
a

� �∗ ≥� 	

 �

5p f) S� se rezolve în 
  ecua�ia 1x x∗ = − .

Varianta 61

62 SUBIECTUL II (30p) – Varianta 062
Pe mul�imea numerelor reale se define�te legea de compozi�ie 7x y xy x y= + +� .

5p a) S� se rezolve în �  ecua�ia 1 9x =� .

5p b) S� se arate c� 1 1 17
7 7 7

x y x y� �� �= + + −� 	� 	

 �
 �

� , ,x y∀ ∈� .

5p c) S� se demonstreze c� legea „ � ” este asociativ�.
5p d) S� se determine elementul neutru al legii „ � ”.

5p e) S� se arate  c� num�rul 1
7

−  este nesimetrizabil în raport cu legea „ � ”.

5p f) S� se calculeze 3 2 1
7 7 7

� � � � � �− − −� 	 � 	 � 	

 � 
 � 
 �

� � .

Varianta 62

63 SUBIECTUL II (30p) – Varianta 063
Pe mul�imea numerelor reale se define�te legea de compozi�ie 5 5 20x y x y xy∗ = + + + . Se consider�
mul�imea ( )5,G = − +∞ .

5p a) S� se arate c� ( )5 5,x x∗ − ∗ = − pentru orice x∈� .
5p b) S� se arate c� x y G∗ ∈ , pentru oricare ,x y G∈ .
5p c) S� se demonstreze c� pentru orice ,x G∈  exist� x G′∈  astfel încât 4x x x x′ ′∗ = ∗ = − .

5p d) S� se calculeze valoarea expresiei 
( )

( )
3 5 1

5 2 3
E

∗ − −
=

− ∗ +
.

5p e) Folosind eventual egalitatea ( 5) ( 5) 5 ,x y x y∗ = + ⋅ + − pentru orice ,x y ∈� , s� se rezolve în 
mul�imea numerelor reale ecua�ia ( ) ( )2 3log log 5x x∗ = − .

5p f) S� se calculeze ( ) ( )6 5 2009� �− ∗ − ∗� � .

Varianta 63
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64 SUBIECTUL II (30p) – Varianta 064

Pe mul�imea [ )0,M = ∞  se define�te legea de compozi�ie 
1
x yx y

xy
+∗ =

+
.

5p a) S� se calculeze 1 1
2 3

∗ .

5p b) S� se demonstreze c� „∗” este lege de compozi�ie asociativ� pe M .
5p c) S� se demonstreze c� legea „∗” admite element neutru pe M .
5p d) S� se arate c� 0x = este singurul element simetrizabil al mul�imii M în raport cu legea " "∗ .

5p e) S� se arate c� ( )1 1 ,  , 0,x y x y
x y

∗ = ∗ ∀ ∈ +∞ .

5p  f) S� se calculeze valoarea expresiei ( ) ( ) ( )

1 1 1 1 11 ...
2 3 4 7 8

1 2 3 4 ... 7 8
E

� � � � � �∗ ⋅ ∗ ⋅ ⋅ ∗� 	 � 	 � 	

 � 
 � 
 �=

∗ ⋅ ∗ ⋅ ⋅ ∗
.

Varianta 64

65 SUBIECTUL II (30p) – Varianta 065
Pe mul�imea numerelor reale se define�te legea de compozi�ie ( )2log 2 2 1x yx y∗ = + + . Se consider�

mul�imea [ )0,M = +∞ .
5p a) S� se arate c� x y M∗ ∈ , pentru orice ,x y M∈ .
5p b) S� se determine x M∈  astfel încât 0 1x x∗ = + .
5p c) S� se demonstreze c� legea „∗” nu admite element neutru pe M .
5p d) S� se verifice c� ( ) ( )2log 3 2 1xx x x∗ ∗ = ⋅ + , oricare ar fi x M∈ .

5p e) S� se demonstreze are loc rela�ia ( ) 1,x x∗ − >  pentru orice x ∈� .
5p f) S� se calculeze 1  2 3  42 2∗ ∗+ .

Varianta 65

66 SUBIECTUL II (30p) – Varianta 066

Pe mul�imea [ ),G a= +∞  se define�te opera�ia 2 2 2x y x y a∗ = + − , cu [ )0,a ∈ +∞ .

5p a) S� se calculeze a a a∗ − , unde [ )0,a ∈ +∞ .
5p b) S� se arate c� x y G∗ ∈ , pentru oricare ,x y G∈ .
5p c) S� se demonstreze c� legea de compozi�ie „∗” este asociativ� pe G .
5p d) S� se demonstreze c� legea de compozi�ie „∗” admite element neutru pe G .
5p e) S� se determine elementele din G , simetrizabile în raport cu legea de compozi�ie „∗”.
5p f) S� se rezolve în G ecua�ia ( ) ( )2x a a x a∗ = ∗ + .

Varianta 66
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67 SUBIECTUL II (30p) – Varianta 067

Pe mul�imea ( )1,1G = −  se define�te opera�ia 
1
x yx y

xy
+∗ =

+
.

5p  a) S� se calculeze 2 2
2 2

− ∗ .

5p b) S� se rezolve în mul�imea G ecua�ia 2 0x x∗ = .
5p c) S� se arate c� x y G∗ ∈ , pentru oricare ,x y G∈ .
5p d) S� se demonstreze c� ( ) ( ) ,x y z x y z∗ ∗ = ∗ ∗ pentru orice , ,x y z G∈ .
5p e) S� se demonstreze c� legea „∗” admite element neutru pe G .
5p f) S� se determine x G∈  pentru care exist� x G′∈ , astfel încât 0x x x x′ ′∗ = ∗ = .

Varianta 67

68 SUBIECTUL II (30p) – Varianta 068
Pe mul�imea [ )3,A = +∞  se define�te legea de compozi�ie 2 6 6 21x y xy x y∗ = − − + .

5p a) S� se determine ,a b∈�  pentru care ( )( )x y a x b y b b∗ = − − + , pentru orice ,x y A∈ .

5p b) S� se arate c� { }\ 3x y A∗ ∈ , pentru oricare { }, \ 3x y A∈ .
5p c) S� se determine c A∈  pentru care are loc egalitatea x c c x c∗ = ∗ = , oricare ar fi x A∈ .
5p d) S� se arate c� { }( )\ 3 ,A ∗  formeaz� o structur� de grup comutativ. 

5p e) S� se rezolve ecua�ia ( ) ( )3 6
3 9log log 3,x x∗ = unde x A∈ .

5p f) S� se calculeze ( ) ( ) ( ) ( )3 3 3 3log 27 log 81 log 243 log 729� � � �∗ ∗ ∗� � � � .

Varianta 68

69 SUBIECTUL II (30p) – Varianta 069
Pe mul�imea ( )1,G = +∞  se define�te opera�ia 2 21 log logx y x y= + +� .

5p a) S� se arate c� x y G∈� , pentru oricare ,x y G∈ .

5p b) S� se compare numerele 2 3 4(2 2 ) 2a = � � �i 2 3 42 (2 2 )b = � � .
5p c) S� se demonstreze c� legea „ � ” nu  este asociativ�  pe G .
5p d) S� se demonstreze c� pentru oricare ,x y G∈ , are loc egalitatea 2 2 1x y x y= + +� .
5p e) S� se rezolve  în mul�imea G  ecua�ia 2 8 9x x =� .
5p f) S� se calculeze 1 2 3 4 5 6 11 12(2 2 ) (2 2 ) (2 2 ) ... (2 2 )+ + + +� � � � .

Varianta 69

http://www.pro-matematica.ro



70 SUBIECTUL II (30p) – Varianta 070
Pe mul�imea ( )0,A = +∞  se define�te legea de compozi�ie lg yx y x=� .

5p a) S� se verifice c� lg lg lg10 ,y x yx ⋅= pentru orice ( ), 0,x y ∈ +∞ .
5p b) S� se arate c� (2 10) 3 2 (10 3)=� � � � .
5p c) S� se demonstreze c� ( ) ( ) ( ) ,x y z x y x z⋅ = ⋅� � � pentru orice , ,x y z A∈ .
5p d) S� se demonstreze c� 1 1 1,x x= =� � oricare ar fi x A∈ .

5p e) S� se  calculeze ( )1 1 1 2
3 2
� �
� 	

 �
� � � .

5p f) S� se rezolve în mul�imea A  ecua�ia ( )2( 10) 10 27x x⋅ =� � .

Varianta 70

71 SUBIECTUL II (30p) – Varianta 071
Pe mul�imea numerelor reale se define�te legea de compozi�ie 2x y x y= + +� .

5p a) S� se calculeze (1 2) (3 4)� � � .
5p b) S� se demonstreze c� ( ) ( ) ,x y z x y z=� � � � pentru orice , ,x y z ∈� .
5p c) S� se demonstreze c� legea „ � ” admite element neutru pe � .
5p d) S� se demonstreze c� pentru oricare x∈� , exist� x′∈�  astfel încât 2x x′ = −� .
5p e) S� se rezolve ecua�ia 24x x x=� , unde x∈� .

5p f) S� se determine x ∗∈�  pentru care 1x x x
x

=� � .

Varianta 71

72 SUBIECTUL II (30p) – Varianta 072
Pe mul�imea numerelor reale se consider� legea de compozi�ie x y xy x y∗ = + + .

5p a) S� se demonstreze c� pentru oricare x∈�  are loc rela�ia 1x x∗ ≥ − .
5p b) S� se demonstreze c�  legea de compozi�ie „∗” este asociativ�.
5p c) S� se demonstreze c� exist� e∈� , astfel încât ,x e e x x∗ = ∗ = pentru orice x∈� .
5p d) S� se determine a ∈�  pentru care ( )\ { },a ∗�  formeaz� o structur� algebric� de grup comutativ. 
5p e) S� se rezolve în �  ecua�ia (1 ) 1x x∗ ∗ = .

5p f) S� se rezolve sistemul de ecua�ii 
2
3

x y
y x

∗ =�
� ∗ =�

, unde x �i y sunt numere reale. 

Varianta 72
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73 SUBIECTUL II (30p) – Varianta 073

Pe mul�imea ( )2,2G = −  se define�te legea de compozi�ie 4 4
4
x yx y

xy
+∗ =
+

.

5p  a) S� se demonstreze c� ( ) ( )( ) ( )( )
( )( ) ( )( )

2 2 2 21 ,
2 2 2 2 2

x y x y
x y

x y x y
+ + − − −

∗ =
+ + + − −

pentru orice ,x y G∈ .

5p b) S� se calculeze ( )x x∗ − , unde x G∈ .
5p c) S� se determine e G∈ , astfel încât ,x e e x x∗ = ∗ = pentru orice x G∈  . 
5p d) S� se arate c� legea de compozi�ie „∗” este asociativ�.
5p e) S� se demonstreze c� pentru oricare x G∈ , exist� x G′∈  astfel încât 0x x x x′ ′∗ = ∗ = .

5p f) S� se calculeze 1 1 1 1 1 1 1 1... ...
8 7 2 1 1 2 7 8

− − − −� � � � � � � � � � � �∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗� 	 � 	 � 	 � 	 � 	 � 	

 � 
 � 
 � 
 � 
 � 
 �

.

Varianta 73

74 SUBIECTUL II (30p) – Varianta 074
Pe mul�imea { }2 1|A k k= + ∈
  se definesc legile de compozi�ie 1x y x y∗ = + − �i

( )1 3
2

x y xy x y= − − +� .

5p a) S� se verifice c�
( )( )1 1

1,
2

x y
x y

− −
= +�  pentru orice ,x y A∈ .

5p b) S� se demonstreze c� ( ) ( ) ( ) ,x y z x y x z∗ = ∗� � � pentru orice , ,x y z A∈ .
5p c) S� se arate c� 1 1,x x =� � oricare ar fi x A∈ .
5p d) S� se determine x A∈ , pentru care exist� x A′∈  astfel încât 3x x x x′ ′= =� � .
5p e) S� se rezolve ecua�ia ( ) ( ) 1x x x x =� � �  în mul�imea A .

5p f) S� se calculeze ( ) ( )3 1 1� �− −� �� � .

Varianta 74

75 SUBIECTUL II (30p) – Varianta 075
Pe mul�imea numerelor întregi se definesc legile de compozi�ie 1x y x y⊥ = + + �i x y x y xy= + +� .

5p a) S� se demonstreze c� 2(2 1) ,x x x x− ⊥ = �  pentru orice x∈
 .
5p b) S� se demonstreze c�  legea de compozi�ie " "�  este asociativ�.
5p c) S� se verifice c� ( 1) ( 1)x x− = −� � , pentru orice .x∈

5p d) S� se rezolve în 
  ecua�ia 12 2 3 1x x+⊥ = � .
5p e) S� se rezolve în 
  ecua�ia 2 23 log 2 logx x⊥ = � .

5p f) S� se calculeze 4 3 2 1 0(1 2 ) (1 2 ) (1 2 ) (1 2 ) (1 2 )− − − − −� � � � .

Varianta 75
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76 SUBIECTUL II (30p) – Varianta 076

Pe mul�imea numerelor reale se define�te legea de compozi�ie 34 2 2
2

x y xy x y∗ = − − + .

5p a) S� se arate c� ( )( ) 12 1 2 1 ,
2

x y x y∗ = − − + pentru orice ,x y ∈� .

5p b) S� se verifice dac� legea „∗” este asociativ�.
5p c) S� se determine elementul neutru al legii de compozi�ie „∗”.
5p d) S� se rezolve ecua�ia 2 3 0,x ∗ =  unde [ ) 0,x∈ ∞ .

5p e) S� se determine numerele x ∈� , astfel încât 1
2

x x∗ = .

5p f) S� se rezolve în �  ecua�ia ( ) ( )2 12 2
2

x x∗ = .

Varianta 76

77 SUBIECTUL II (30p) – Varianta 077

Pe mul�imea numerelor reale se define�te legea de compozi�ie 34 2 2
2

x y xy x y∗ = − − + .

5p a) S� se calculeze 2∗ 4
5

.

5p b) Se consider� mul�imea 1 ,
2

H � �= +∞� 	

 �

. S� se arate c� x y H∗ ∈ , pentru oricare ,x y H∈ .

5p c) S� se arate c�  pentru orice , ,x y z ∈�  are loc rela�ia ( ) ( )x y z x y z∗ ∗ = ∗ ∗ .
5p d) S� se determine elementul neutru al legii de compozi�ie „∗”.

5p e) S� se rezolve ecua�ia ( ) ( ) 32 4
2

x x∗ = , unde x∈� .

5p f) S� se determine num�rul real a astfel încât x a a x a∗ = ∗ = , pentru orice x∈� .

Varianta 77

78 SUBIECTUL II (30p) – Varianta 078
Pe mul�imea numerelor reale se define�te legea de compozi�ie 5 5 20x y xy x y∗ = − + + − .

5p a) S� se arate c� ( )( )5 5 5,x y x y∗ = − − +  pentru orice ,x y ∈� .

5p b) Se consider� mul�imea ( ),5G = −∞ . S� se arate c� x y G∗ ∈ , pentru oricare ,x y G∈ .
5p c) S� se arate c� legea de compozi�ie „∗” este asociativ�.
5p d) S� se arate c� 4 4 ,x x x∗ = ∗ = pentru orice x∈� .
5p e) Se consider� expresia ( ) ( ) ( )8 7 63E x x x= + ∗ − − , pentru orice x∈� . S� se demonstreze c�

( ) 0,E x < pentru orice x∈� .
5p f) S� se demonstreze c� ( \{5}, )∗�  este grup comutativ. 

Varianta 78
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79 SUBIECTUL II (30p) – Varianta 079
 Pe mul�imea numerelor întregi se definesc opera�iile 2x y x y⊥ = + + �i 2 2 2x y xy x yΔ = + + + .

5p a) S� se arate c� legea de compozi�ie „ Δ ” este asociativ�.
5p b) S� se determine elementul neutru în raport cu legea de compozi�ie „ Δ ”.
5p c) S� se determine x∈
  astfel încât ( )3 1xΔ − = − .

5p d) S� se demonstreze c� ( ) ( ) ( ) ,x y z x y x zΔ ⊥ = Δ ⊥ Δ pentru orice , ,x y z ∈
 .

5p e) S� se rezolve în 
 ecua�ia ( ) ( ) 2 2x x x x x⊥ ⊥ ⊥ = − + .

5p f)  S� se calculeze ( ) ( )2 3 42 2 2 2⊥ ⊥ ⊥ .

Varianta 79

80 SUBIECTUL II (30p) – Varianta 080
Pe mul�imea numerelor reale se define�te legea de compozi�ie x y xy x y∗ = + + .

5p a) S� se arate c� ( )( )1 1 1,x y x y∗ = + + − pentru orice ,x y ∈� .
5p b) S� se determine elementul neutru al legii de compozi�ie „∗”.
5p c) S� se demonstreze c� legea „∗” este asociativ�.
5p d) S� se rezolve în � ecua�ia 1x x∗ = − .
5p e) S� se determine (0, )x∈ +∞ , astfel încât 2 1

2

(log ) (log ) 1x x∗ = − .

5p f) S� se determine ,  2n n∈ ≥	 , astfel încât 
( )1

2 11
2

n n −
∗ = .

Varianta 80

81 SUBIECTUL II (30p) – Varianta 081
Pe mul�imea numerelor reale se define�te legea de compozi�ie 5x y x y= + +� .

5p a) S� se arate c� opera�ia „ � ” este asociativ� pe� .
5p b) S� se dea exemplu de dou� numere ira�ionale x �i y cu proprietatea c� x y�  este num�r întreg. 
5p c) S� se calculeze elementul neutru al legii „ � ” . 
5p d) S� se rezolve în �  ecua�ia 3( ) ( ) 5x x− =� .
5p e) S� se arate c� func�ia ( ): 0,f ∞ →� , ( ) ln 5f x x= −  are proprietatea: 

( ) ( ) ( ) ( ), , 0,f xy f x f y x y= ∀ ∈ ∞� .
5p f) S� se arate c� dac� x este num�r natural, atunci simetricul s�u în raport cu legea „ � ” este num�r ira�ional. 

Varianta 81
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82 SUBIECTUL II (30p) – Varianta 082
Pe mul�imea numerelor reale se define�te legea de compozi�ie 1x y x y⊥ = + − .

5p a) S� se arate c� legea „ ⊥ ” este asociativ�.
5p b) S� se rezolve în �  ecua�ia 2 4 5x x⊥ = .
5p c) S� se rezolve în �  inecua�ia 2 1x x⊥ ≤ .

5p d) S� se determine n∈	 , 2n ≥ , astfel încât 
( )1

1 44
2

n n
n n

−
⊥ ⊥ = + .

5p e) Fie func�ia ( ): ,   2 1f f x x→ = −� � . S� se arate c� ( ) ( ) ( )f x y f x f y⊥ = ⊥ , pentru orice ,x y ∈� .
5p f) S� se calculeze 2 3 4 5 62 2 2 2 2 2⊥ ⊥ ⊥ ⊥ ⊥ .

Varianta 82

83 SUBIECTUL II (30p) – Varianta 083
Pe mul�imea numerelor reale se define�te legea de compozi�ie 1x y x y∗ = + − .

5p a) S� se demonstreze c� legea de compozi�ie „∗” este asociativ�.
5p b) S� se determine dou� numere , \a b∈� 
  pentru care a b∗ ∈
 .
5p c) S� se arate c� ( )( ) 3,x y z t x y z t∗ ∗ ∗ = + + + − oricare ar fi , , ,x y z t ∈� .
5p d) S� se determine num�rul real 1 2 3 ... 8p = ∗ ∗ ∗ ∗ .

5p e) S� se rezolve sistemul 
( ) ( )
( ) ( )

2 5 3 1 1
7 2 3 2

x y
x y

� + ∗ − =�
� − ∗ + = −��

, unde ,x y ∈� .

5p f) Se consider� func�ia ( ): ,   3 2f f x x→ = −� � . S� se arate c� ( ) ( ) ( )f x y f x f y∗ = ∗ , pentru orice 
,x y ∈� .

Varianta 83

84 SUBIECTUL II (30p) – Varianta 084
Pe mul�imea numerelor reale se define�te legea de compozi�ie 2x y xy x y∗ = − − − − .

5p a) S� se demonstreze c� ( )( )1 1 1,x y x y∗ = − + + −  pentru orice ,x y ∈� .
5p b) S� se demonstreze c� legea de compozi�ie „* ” este asociativ�.
5p c) S� se verifice c� 2e = −  este elementul neutru al legii de compozi�ie „* ”. 
5p d) S� se g�seasc� elementele simetrizabile din mul�imea �  în raport cu legea de compozi�ie „* ”. 
5p e) S� se rezolve în �  ecua�ia ( ) ( )2 2 3 5x x+ ∗ − = .

5p f) S� se rezolve inecua�ia ( ) ( )3 1 0,x x− ∗ + ≥  unde x∈� .

Varianta 84
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85 SUBIECTUL II (30p) – Varianta 085
Pe mul�imea numerelor reale se define�te legea de compozi�ie 3 6 6 10x y xy x y∗ = + + + .

5p a) S� se arate c� ( )( )3 2 2 2x y x y∗ = + + − , pentru orice ,x y ∈� .
5p b) S� se arate c� legea de compozi�ie este asociativ�.
5p c) Se consider� mul�imea [ )2,M = − +∞ . S� se arate c� x y M∗ ∈ , pentru oricare ,x y M∈ .
5p d) S� se determine elementul neutru în raport cu legea de compozi�ie „∗”.

5p e) Se dau numerele reale 
3
xa x= ∗ �i

2
xb x= ∗ . S� se determine x∈� , astfel încât media aritmetic� a 

numerelor a �i b s� fie egal� cu 10. 
5p f) S� se rezolve în �  ecua�ia 13 3 19x x−∗ = .

Varianta 85

86 SUBIECTUL II (30p) – Varianta 086
Pe mul�imea numerelor reale se definesc legile de compozi�ie 7x y x y∗ = + − �i

7 7 56x y xy x y= − − +� .
5p a) S� se arate c� legea de compozi�ie „∗” este asociativ�.
5p b) S� se verifice c� ( ) ( ) ( )x y z x y x z∗ = ∗� � � , pentru orice , ,x y z ∈� .

5p c) S� se rezolve în � ecua�ia 1 17 7 7 43x x x+ −∗ ∗ = .
5p d) Se consider� mul�imea ( )7,H = +∞ . S� se arate c� x y H∈� , pentru oricare ,x y H∈ .
5p e) S� se rezolve în �  inecua�ia ( )1 7x x− <� .
5p f) S� se calculeze 1 2 3 ... 9∗ ∗ ∗ ∗ .

Varianta 86

87 SUBIECTUL II (30p) – Varianta 087
Pe mul�imea numerelor reale se define�te legea de compozi�ie 6x y x y∗ = + − .

5p a) S� se arate c� legea de compozi�ie „∗” este asociativ�.
5p b) S� se arate c� 6e =  este elementul neutru al legii de compozi�ie „∗”.
5p c) S� se determine simetricul elementului ( )7−  în raport cu legea de compozi�ie „∗”.

5p d) S� se rezolve în �  inecua�ia ( ) ( )2 23 1 2 6 0x x x x+ − ∗ − + ≥ .

5p e) S� se determine x∈� , pentru care numerele ( )2 26 2 ,   ,   11 6
2
xa x b x c x= ∗ = ∗ = − ∗ sunt termeni 

consecutivi ai unei progresii aritmetice. 

5p f) S� se demonstreze c� 2 7
1 1 1... 0
2 2 2

∗ ∗ ∗ < .

Varianta 87
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88 SUBIECTUL II (30p) – Varianta 088
Pe mul�imea numerelor reale se define�te legea de compozi�ie 2 10 10 45,  ,x y xy x y x y⊥ = + + + ∀ ∈� .

5p a) S� se demonstreze c� ( )( )2 5 5 5,  ,x y x y x y⊥ = + + − ∀ ∈� .
5p b) S� se verifice c� legea de compozi�ie „ ⊥ ” este asociativ� pe � .
5p c) Se consider� mul�imea ( )5,M = − +∞ . S� se arate c� pentru oricare ,x y M∈ , rezult� c� x y M⊥ ∈ .

5p d) S� se rezolve în �  ecua�ia ( )5 3 5 20 3 5x x x⊥ = − + + .

5p e) S� se rezolve în �  inecua�ia ( ) ( )1 4 5x x+ ⊥ − < − .
5p f) S� se determine n∈
 , astfel încât  32 ( 5) 5,  nx x x x x⊥ ⊥ = ⋅ + − ∀ ∈� .

Varianta 88

89 SUBIECTUL II (30p) – Varianta 089
Pe mul�imea numerelor reale se define�te legea de compozi�ie 2 6 6 21x y xy x y∗ = − − + .                         

5p a) S� se arate c� ( )( )2 3 3 3,x y x y∗ = − − +  pentru orice ,x y ∈� .
5p b) S� se arate c� legea de compozi�ie „∗”este asociativ�.

5p c) S� se verifice c� 7
2

e =  este elementul neutru al legii de compozi�ie „∗”.

5p d) S� se arate c� ( )\ {3},∗� este grup comutativ. 

5p e) Se consider� mul�imea ( )3,G = +∞ . S� se arate c� x y G∗ ∈ , pentru oricare ,x y G∈ .

5p  f) S� se determine n∈
  pentru care are loc egalitatea ( )32 3 3,nx x x x∗ ∗ = − + oricare ar fi x ∈� .

Varianta 89

90 SUBIECTUL II (30p) – Varianta 090
Pe mul�imea numerelor reale se define�te legea de compozi�ie 3 6 6 14x y xy x y∗ = − − + .

5p a) S� se arate c� ( )( )3 2 2 2x y x y∗ = − − + , pentru orice ,x y ∈� .
5p b) S� se arate c� are loc egalitatea (1 ) 3 1 ( 3)x x∗ ∗ = ∗ ∗ , pentru oricare x∈�  . 

5p c) S� se verifice c� 7
3

e =  este elementul neutru al legii de compozi�ie „∗”.

5p d) S� se determine mul�imea { }3A x x x= ∈ ∗ =� .

5p e) S� se rezolve în �  ecua�ia ( )2
33 log 7 2x∗ − = .

5p f) S� se arate c� 3x =  este element simetrizabil în raport cu legea de compozi�ie „∗”.

Varianta 90
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91 SUBIECTUL II (30p) – Varianta 091
Pe mul�imea numerelor reale se definesc legile de compozi�ie 4x y x y∗ = + − �i

( )4 20x y xy x y= − + +� .
5p a) S� se demonstreze c� legea de compozi�ie „∗” este asociativ�.
5p b) S� se calculeze ( )( )4 4 4,x y x y− − − −� unde ,x y ∈� .
5p c) S� se arate c� legea de compozi�ie „ � ” este comutativ�.

5p d) S� se calculeze 2 2u e+ , unde e  este element neutru pentru legea „ ∗”, iar u  este element neutru 
pentru legea „ � ”.

5p e) S� se arate c� are loc egalitatea ( ) ( ) ( )2 3 2 2 3 ,x x∗ = ∗� � � pentru orice x∈� .
5p f) S� se calculeze 2 2 2 2 2 2 2∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ .

Varianta 91

92 SUBIECTUL II (30p) – Varianta 092
Pe mul�imea numerelor întregi se definesc legile de compozi�ie 2x y x y∗ = + + �i

2 4 4 6x y xy x y= + + +� .
5p a) S� se verifice c� opera�ia „ � ” este asociativ�.
5p b) S� se arate c� (�x )y z∗ = ( ) ( )x y x z∗� � , pentru orice , ,x y z ∈ 
 .
5p c) S� se arate c� nu exist� u ∈
  pentru care ,u x x=� pentru orice x∈
 .
5p d) S� se demonstreze c� dac� 2x y = −� , atunci 2x = −  sau 2y = − .
5p e) S� se rezolve în 
  inecua�ia 2 2x x∗ ≤ .

5p f) Dac� a x x= ∗ �i b x x= � , s� se determine x∈
  pentru care 2
2

a b+ = − .

Varianta 92

93 SUBIECTUL II (30p) – Varianta 093
Pe mul�imea numerelor reale se definesc legile de compozi�ie 2x y x y∗ = + + �i 2 4 4 6x y xy x y= + + +� .
Se consider� mul�imea [ )2,H = − +∞ .

5p a) S� se arate c� x y H∈� , pentru oricare ,x y H∈ .
5p b) S� se demonstreze c� legea de compozi�ie „ � ” este asociativ�.
5p c) S� se determine elementul neutru al legii de compozi�ie „∗”.

5p d) Dac� { }2 3 0A x H x x= ∈ ∗ = �i { }0B x H x x= ∈ =� , s� se calculeze A B∩ .

5p e) S� se verifice c� ( ) ( ) ( )1 2 2 1 2 ,x x∗ = ∗� � �  pentru orice x∈� .

5p f) Dac� a x x= ∗ �i b x x= � , s� se rezolve în �  inecua�ia 0.
2

a b+ <

Varianta 93
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94 SUBIECTUL II (30p) – Varianta 094
Pe mul�imea numerelor reale se define�te legea de compozi�ie 3x y xy x y⊥ = − − + .

5p a) S� se verifice c� ( )( )1 1 2,x y x y⊥ = − − + pentru oricare ,x y ∈� .
5p b) S� se arate c� legea de compozi�ie “ ⊥ ” nu este asociativ�.

5p c) S� se rezolve sistemul 
2

x x y
x y xy

⊥ =�
� ⊥ = −�

, unde ,x y ∈� .

5p d) S� se rezolve în �  ecua�ia ( )2 2 10x x� �⊥ ⊥ ⊥ =� � .
5p e) S� se arate c� pentru orice x∈�  are loc inegalitatea 2x x⊥ ≥ .
5p f) S� se determine dou� numere distincte , \a b∈� � , astfel încât a b⊥ ∈� .

Varianta 94

95 SUBIECTUL II (30p) – Varianta 095

Pe mul�imea numerelor reale �  se define�te legea de compozi�ie 1 1 3 ,  ,
2 2 4

x y xy x y x y= − − + ∀ ∈� � .

Fie 1 ,
2

M � �= +∞� 	

 �

.

5p a) S� se arate c� 1 1 1 ,  ,
2 2 2

x y x y x y� �� �= − − + ∀ ∈� 	� 	

 �
 �

� � .

5p b) S� se arate c� dac� ,x y M∈ , atunci x y M∈� .
5p c) S� se demonstreze c� legea de compozi�ie „ � ” este asociativ� pe M.
5p d) S� se determine e M∈ , astfel încât ,x e e x x x M= = ∀ ∈� � .
5p e) S� se rezolve în M ecua�ia 2 2x x =� � .

5p f) S� se determine elementele mul�imii 3
4

A x M x x� �= ∈ =� �
� �

� .

Varianta 95

96 SUBIECTUL II (30p) – Varianta 096
Pe mul�imea numerelor reale se define�te legea de compozi�ie 2 2 2 1x y xy x y∗ = + + + .

5p a) S� se verifice c� ( )( )2 1 1 1,x y x y∗ = + + − pentru orice ,x y ∈� .
5p b) S� se arate c� legea  „∗” este asociativ�.

5p c) S� se verifice c� 1
2

e = −  este elementul neutru al legii de compozi�ie „∗”.

5p d) S� se arate c� dac� 1x y∗ = − , atunci 1x = −  sau 1y = − .

5p e) Fie 1x �i 2x  solu�iile reale ale ecua�iei 1x x∗ = . S� se calculeze 3 3
1 2x x+ .

5p f) S� se arate c� ( \{ 1}, )− ∗�  formeaz� o structur� algebric� de grup comutativ. 

Varianta 96
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97 SUBIECTUL II (30p) – Varianta 097
Pe mul�imea numerelor reale se define�te legea de compozi�ie ,x y x ay b∗ = + −  unde  a �i b sunt numere 
reale.

5p a) S� se verifice c� ( ) ( )5 2 3 2 2∗ − ∗ = .
5p b) S� se determine a ∈�  pentru care legea „∗” este comutativ�.
5p c) Pentru 1a = , s� se determine b∈�  astfel încât 2009e =  s� fie elementul neutru al legii „∗”.
5p d) S� se arate c� dac� 1a = , atunci opera�ia „∗”  este asociativ�, oricare ar fi b∈� .
5p e) S� se determine a ∈�  astfel încât x x b∗ = − , pentru orice x ∈� .
5p f) Pentru 1a = �i 2009b =  s� se determine elementele simetrizabile în raport cu legea „ ∗”.

Varianta 97

98 SUBIECTUL II (30p) – Varianta 098
Pe mul�imea numerelor reale se definesc legile de compozi�ie 1x y ax by∗ = + − �i 2 2 2 3 ,x y xy x y= − − +�

unde ,a b ∗∈� .
5p a) S� se determine ,a b ∗∈� , astfel încât legea de compozi�ie „∗” s� fie asociativ�.
5p b) S� se demonstreze c� ,x y y x=� � pentru orice ,x y ∈� .
5p c) Pentru 1a b= = , s� se arate c� oricare x∈�  este simetrizabil în raport cu legea de compozi�ie „∗”.
5p d) S� se determine elementul neutru al legii „ � ”.
5p e) Pentru 1a b= = , s� se arate c� ( ) ( ) ( ) ,x y z x y x z∗ = ∗� � � oricare ar fi , ,x y z ∈� .

5p f) Fie func�ia ( ) 1: ,   1
2

f f x x→ = +� � . S� se verifice c� ( ) ( ) ( )f xy f x f y= � , oricare ar fi  ,x y ∈� .

Varianta 98

99 SUBIECTUL II (30p) – Varianta 099
Pe mul�imea numerelor reale se definesc legile de compozi�ie 1x y x y∗ = + + �i 1x y x y= ⋅ −� . Se 
consider� mul�imea { }2 1H k k= + ∈
 .

5p a) S� se rezolve în �  ecua�ia ( ) ( ) 0x x x x∗ + =� .
5p b) S� se verifice c� elementul neutru al legii „∗” este 1e = − .
5p c) S� se arate c� x y H∗ ∈ , pentru orice ,x y H∈ .
5p d) S� se arate c� exist� ,x y H∈ astfel încât x y H∉� .
5p e) S� se demonstreze c� legea de compozi�ie „∗” este asociativ� pe � .
5p f) S� se demonstreze c� ( ),H ∗  este grup. 

Varianta 99
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 SUBIECTUL II (30p) – Varianta 100
Pe mul�imea numerelor reale se define�te legea de compozi�ie x y xy x y∗ = + + .

5p a) S� se arate c� ( )x x∗ − este num�r negativ, pentru oricare x ∗∈� .
5p b) S� se arate c� legea de compozi�ie „∗” este asociativ�.
5p c) S� se studieze existen�a elementului neutru în raport cu legea „∗”.

5p d) S� se rezolve sistemul de ecua�ii
1x y xy

x x y
∗ = +�

� ∗ =�
, unde ,x y ∈� .

5p e) S� se arate c� orice element \ { 1}x∈ −�  este simetrizabil în raport cu legea de compozi�ie „∗”
5p f) S� se verifice dac� ( ),∗�  este grup. 

Varianta 100
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